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1. Calculo del punto principal de mejor simetria

Conocemos la distorsién radial correspondiente a un punto principal inicial (aproxi-
mado) y a una distancia focal también aproximada. El punto principal inicial, py, puede
ser el centro fiducial, el punto principal de autocolimacién o cualquier otro que quera-
mos. El valor de focal inicial puede ser un valor nominal. De cara a obtener el p.p. de
mejor simetria la focal respecto a la cual tengamos referida la funcién de distorsion es
indiferente, asi que la focal la denotaremos por f sin importarnos cudl de los posibles
valores es.

Supongamos que tenemos valores de la funciéon de distorsion a lo largo de las cuatro
semidiagonales.

Figura 1

Los puntos grises son las posiciones reales de los puntos en las fotografias y los puntos
negros la posicién tedrica. Variando la focal y la posicién del punto principal modificamos
la posicién tedrica de los puntos, asi que seleccionamos dichos pardmetros de manera que
la funcién de distorsién resultante cumpla unas ciertas condiciones: que sea “pequena”
(variacién de la focal) y que sea simétrica (variacién del punto principal).

po es la imagen de un cierto rayo de entrada rg. Dado otro rayo r cuya imagen es p, la
distancia tedrica a la que debe estar p de pg es f tan a, siendo « el angulo que forma r con
ro y fla focal (la que convencionalmente hayamos adoptado). Si pasamos a tomar otro
punto p; como punto principal, el rayo de entrada principal es ahora ri. El dngulo que
forma ahora r con el rayo de entrada principal es ¢/, y la distancia tedrica entre p y py
es distinta que la que teniamos antes entre p y pg. Esta variacién tedrica es en su mayor
parte un reflejo de la variaciéon de py a p;. Si la variacion entre las distancias tedricas
fuese exactamente la diferencia entre pop y p1p la posicién tedrica de los puntos seguiria



siendo la misma, y la distorsién radial no variaria. Pero esto no es asi. Lo veremos con
un ejemplo en el que los puntos pg, p1 y p estan alineados, que es el caso en el que mejor
se ve.
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Figura 2

La variacién o — « es —¢/f. La nueva distancia tedrica es
2’ = ftano/ = ftan(a — ¢/f) = ftana + f(1 + tan? o) (—¢/f) + ... =z — £(1 + tan® @)

Lo que significa que la posicién tedrica del punto se ha movido —¢(1 + tan?a) + & =
—etan® a.
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Figura 3

Los puntos que estan a la derecha, con x positiva, disminuyen su distancia tedrica,
con lo que aumentan su distorsién (si € es positivo). Para los que estan a la izquierda,
aunque « es ahora negativo, al ir tan a elevado al cuadrado el signo de —e tan® o sigue
siendo el mismo. Pero un desplazamiento negativo significa, a la izquierda de pg, un
alejamiento.

En el caso de que p esté en la perpendicular a pgpi, el cambio al pasar de o a o es
una variacion en la coordenada x de —e, lo que significa que el punto permanece en el
mismo sitio.



Figura 4
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Figura 5: Rayo perpendicular a pop;

Entonces, podemos descomponer el desplazamiento del punto principal en dos com-
ponentes en la direccién de las diagonales. De esta forma calculamos cada componente
de manera independiente, ya que cada una afecta a los valores de la distorsién radial en
su correspondiente diagonal y no en la otra.

Figura 6

Para cada semidiagonal conocemos los valores de la distorsion radial para determina-
das distancias, que se corresponden con ciertos dangulos «. Los denotamos por e,. Cuando
estemos considerando una semidiagonal, las distorsiones de la semidiagonal opuesta son
e_q. Para cada diagonal tenemos que calcular ¢ de manera que los valores de la dis-
torsién sean “lo mds simétricos posible”. Para eso tenemos que establecer algin criterio
de simetria. Podemos minimizar ) |e, — e_q|, pero la minimizacién de la funcién valor
absoluto es bastante complicada. Resulta mucho mas sencillo minimizar Y (e, — e_q)%.

Para el punto principal inicial tenemos los valores e, y e_,. Tras el desplazamiento
son e, +etan’ay e o —etan? o (la variacion de la distorsién tiene signo contrario a la
variacién de la distancia).



((ea +etan® a) — (e_q — & tan oz))2 = ((ea — €—a) + 2e tan? a)2 =

= (ea — €_0)? +4(eq — e_g)etan? a + 46 tan? o

Z ((ea — e—a)® + 4(eq — e—q)e tan® a + 46 tan’ ) =

Z(ea —e_o)? 44 Z(ea —e_,) tan? a + 4&? Z tant o

Minimizar esta cantidad equivale a minimizar € > (eq — €_q)tan?a + 2> tan* a.
Derivando:

Z(ea —e_q)tan® a + 25Ztan4 a=0

ea — €_q) tan?a
° T - ZZtanzl @

Una vez que tenemos €1 y €2 pasamos a €, y €y.

¢y

e ex = €1/V2—e3/V2 = S— (2)

ey = e1/V2+ex/V2 =

Figura 7

1.1. Interpretacién geométrica

Desplazar el punto principal es lo mismo que tomar otro rayo de entrada como
direccién principal, lo que a su vez equivale a girar el fotograma.




En la Figura 8 se muestran las dos imagenes tedricas, segin cuél sea el punto principal
que consideremos. Situar el punto principal hacia la derecha supone en practicamente
todos los puntos un desplazamiento hacia la izquierda.
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Figura 9

En la Figura 9 los desplazamientos a la derecha se indican con signo positivo. Cuan-
do el punto principal es pg, el rayo cuya imagen es p; forma un cierto dngulo con el
rayo principal, que da una distancia tedrica pop;. Si pasamos a considerar que el punto
principal es p; (que permanece fijo), el dngulo de los rayos correspondientes a py y p1
sigue siendo el mismo (como cualquier dngulo: el haz de rayos de entrada no varia; sélo
varia la consideracién de uno u otro como rayo principal) por lo que la distancia tedrica
sigue siendo la misma, como se puede ver graficamente en la Figura 8. La interseccion
de la recta de corte de las dos imagenes con la recta pop; es el isocentro. Podemos ver
que en la primera imagen estd a una cierta distancia de pg y a una distancia algo mayor
de p1. En la segunda estd més préximo a p; que a pg. Por lo tanto el isocentro se ha
desplazado hacia la derecha. Por otra parte también se puede ver que cualquier punto a
la derecha del isocentro estd més préoximo a él en la segunda imagen que en la primera;
es decir, que respecto al isocentro se ha desplazado hacia la izquierda. Los puntos a la
izquierda en la segunda imagen estan mas alejados, por lo que también se han desplazado
hacia la izquierda. Esto quiere decir que todos los puntos se desplazan hacia la izquierda
con respecto al isocentro, o lo que es lo mismo, que el isocentro es el punto de maximo
desplazamiento hacia la derecha. Este andlisis geométrico tiene interés en el caso de la
fotografia inclinada. En lo que se refiere al cambio de punto principal, las variaciones de
posicién entre los dos puntos principales son de tercer orden (para un desplazamiento
de 15um y un focal de 150mm, el desplazamiento del isocentro es 0,15 - 1072 m). Al
ser totalmente despreciables podemos simplificar y pensar, como hicimos antes, que a
la derecha del punto principal la distancia tedrica disminuye y a la izquierda aumenta
(en este caso que hemos desplazado el punto principal a la derecha). También estamos
despreciando, aunque no lo hemos mencionado hasta ahora, la distorsién en p;. Para
hallar la variacion de posicién tedrica en los puntos de la fotografia fuera de la linea pgp;
utilizamos las siguientes premisas:

1. Conocemos la variacion a lo largo de la linea pgpy

2. Las rectas perpendiculares a pgp; en la imagen original lo siguen siendo tras cam-
biar el punto principal

3. Los angulos con vértice en el isocentro se conservan



Los puntos 2 y 3 tienen sencillas demostraciones geométricas, inmediata la del 2 y
no tanto la del 3. A continuacién se muestra como las anteriores condiciones permiten
obtener la nueva posicién de cualquier punto.
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Figura 10

Mediante 1 sabemos que el punto p pasa a la posicién p’. A continuacién aplicando
2 tenemos que la recta s se transforma en s’. Por tltimo, la propiedad 3 implica que
la recta t permanece invariante. De modo que la posicién de ¢’ es la interseccién de
s’ y t. Si el esquema anterior estuviese a escala, los puntos pg, I y p; cabrian todos
en la representacién de un punto -. Por lo tanto el desplazamiento radial que un punto
cualquiera sufre en direccion al isocentro podemos identificarlo con un desplazamiento en
direccién al punto principal. Dicho en otras palabras, la variacion de posicién de cualquier
punto de la fotografia al cambiar el punto principal es una variacién radial. E1 cambio
de punto principal no supone una variacion en la distorsion tangencial.

Ar =q¢'q=p'p/cos = —ctan® o,/ cos 0

— tan oy, = tan oy cosd
Figura 11
—ctan® a,/ cos = —e tan® oy cos® 0/ cos § = —¢ tan” o, cos 0
P = q = q
Ar = —etan® acos (4)

2. Distancia focal

Sea fy una focal inicial, ry la distancia tedrica de un punto para esa focal, r’ la
distancia real al punto principal y Ar la distorsiéon. Se cumple entonces



v =rg+ Ar (5)

Si cambiamos la focal la distancia tedrica varia:
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Figura 12

Al modificar la focal estamos escalando todo el fotograma, por lo que la variacion de r
es proporcional a la variacién de la focal, es decir,

f
r= 7o (6)
ro= LJ{OMTOZ <1+%>7‘0=T0+%€7‘0 (7)

Entonces la distorsién varia —%ro.
La Figura 13 muestra varias funciones de distorsién en las que lo inico que varia es
la distancia focal.

Figura 13: Variacién de la distorsién radial al variar la focal

Si la funcion de distorsion la tenemos expresada como un polinomio impar,

r’:r—i—Ar:r—i—(a17“+a37“3+a57“5—|—...) (8)



El término aqr lo podemos incluir en la distancia tedrica:

v =(r+ar)+ (asr® + asr® +...)
Lo que supone variar la focal,
f=(1+a)fo (9)

Sea 7y, el nuevo valor y r, el antiguo. r, = (1 +a1)ra = 7a = rn/(1+ a1). Tenemos
que

=y 4 (a3rd Fasrd 4+ .. = + (a3 (ro/(14a1))® + a5 (r/(1 +a1))® + .. )

=y + ((1f21)3rf’1 + (1f§1)5rr51 +.. )

De esta manera conseguimos una funcién de distorsion sin término lineal, lo que grafi-
camente significa que sale del origen tangente al eje de abscisas. Los nuevos coeficientes
en funcién de los antiguos son

as as
(1 —|—a1)3 ’ (1 —|—a1)5

Podemos despreciar las variaciones de los coeficientes ag y posteriores, de modo que
en la préictica para obtener la funcion de distorsién con a; = 0 simplemente hacemos
f=(1+a)fy y el término a;r lo eliminamos sin més.

Pretender tener en cuenta esas variaciones para obtener la mdzima precision es com-
pletamente absurdo. Despreciar dichas variaciones equivale a introducir en la funcién de
distorsién r, en lugar de 7y; es decir, que estamos asignando a un punto situado a una
distancia 7, la distorsiéon correspondiente a 7,. r, y 7, se diferenciardn en unas pocas
micras, del orden de la propia distorsién, por lo que sus respectivos valores de distorsién
tendran una diferencia del orden de la milésima de micra, y que yo sepa no se hace
fotogrametria con tanta precisién.

Este valor de la focal tiene la propiedad de ser el que mejor se ajusta a la zona central
del fotograma, pero por el contrario suele dar lugar a valores de distorsién muy elevados
en los bordes. En la Figura 13 se corresponde con la tercera empezando por abajo. A
la vista de las graficas parece que la mejor funcion de distorsion seria la cuarta, o una
intermedia entre la tercera y la cuarta. Pensemos ademads que si la funciéon no tuviese
punto de inflexién se dispararia mucho més para los valores extremos, ya que comenzaria
tangente al eje de abscisas y se iria curvando cada vez maés siempre en el mismo sentido.
Por ello es mejor emplear otro criterio para escoger una focal: un criterio que dé lugar a
valores de distorsién bajos para todo el fotograma.

Por ejemplo, que la distorsion a una cierta distancia r. valga cero. Si su valor para
la focal fy es Ar., entonces habrd que modificar la focal de manera que para ese punto
la distorsién varie

—Ar, = (=Are/re)re



Por lo tanto la nueva focal ha de valer
f=(14Ar./rc)fo (10)

El nuevo coeficiente aj es a3 — Ar./r..

Este criterio suele dar un mal resultado en el caso de que la funcién de distorsién
tenga punto de inflexién. En ese caso es muy probable que la funcién quede como la
segunda empezando por abajo en la Figura 13; el punto a distancia r. tiene un valor
de distorsién muy préximo al méaximo relativo, lo que implica que la distorsion en casi
todos los puntos del fotograma es menor que cero, dando lugar a una de las soluciones
mas extremas.

En definitiva, si lo que queremos es una funcién de distorsién que se aleje lo menos
posible de cero en todo el fotograma, ese es precisamente el criterio que debemos tomar:

|Aryv| = |Arm|. (11)

Tomamos los valores méaximo y minimo de los puntos en los que conocemos valores
de distorsién o, mejor, los maximo y minimo que alcanza la funcién de distorsién. Uno
de los dos valores seguramente sea el extremo del fotograma, y el otro un méaximo o
minimo intermedio que tomamos a ojo. Como cada vez que se aplica un criterio, se trata
de variar la focal o lo que es lo mismo el valor a;. El nuevo valor serd a; — t. El valor de
distorsién méximo serd ahora Aryy — try y el minimo Ary, — 7y, por lo que su valor
absoluto serd |Ary,| + t ry. Entonces,

Aryp—try = |Arm] +trm

Ary — |Arg| = t(ryv + rm)

t = (Ary = [Arm|)/(rv + Tm) (12)

Si estabamos muy lejos de la soluciéon necesitaremos reiterar el proceso, ya que el
extremo relativo que antes estaba en r\ o r, habra variado de posicién.

Se pueden tomar criterios mas complicados para definir el concepto de funcién de
distorsién “pequena”, pero no merece la pena. Desde mi punto de vista el criterio riguroso
para definir la focal es que la distorsién resultante para esa focal no de lugar a un factor
de escala total, para lo cual tenemos que definir de alguna manera el factor de escala
total, pero eso serd objeto de otro articulo en el que se tratard de manera mas detallada
la funcién de distorsion.

Cuando no estemos trabajando con camaras métricas también puede resultar con-
veniente incluir parametros de distorsién radial asimétrica, aunque estemos trabajando
con el punto de mejor simetria.



3. Distorsiéon tangencial

Hasta ahora hemos considerado la diferencia entre la posicién real de un punto y su
posicién tedrica en su componente radial, r. La otra componente es la tangencial.
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Figura 14: Componentes radial y tangencial de la distorsién

Para establecer completamente la posicién tedrica de los puntos falta determinar
el giro k, que fijamos como siempre arbitrariamente. Queda perfectamente definido si
fijamos que la distorsién tangencial de un rayo cualquiera que tomemos sea cero. El
angulo 6 sobre la fotografia tedrico de los demas rayos queda definido por la diferencia
de angulos # entre los rayos de entrada, que ha de ser la misma que sobre la fotografia.

7o

Figura 15: El angulo 8 que forman los rayos de entrada es el mismo sobre la fotografia

Hay que senalar que en la recta que une el punto principal con el punto con distorsién
tangencial cero que hemos tomado como referencia la distorsién tangencial no serd cero
en general.

Figura 16



Sin embargo, cuando se modeliza la distorsiéon tangencial suele tomarse como lugar
geométrico de los puntos con distorsién cero una recta que pasa por el punto principal.
La distorsién tangencial en primera aproximacién tiene el siguiente aspecto:

Figura 17: Distorsién tangencial en primera aproximacion

Las lineas rectas representan la posicién tedrica y las curvas la real. Si hubiésemos
tomado otro punto como punto de referencia con distorsion cero, las posiciones tedricas
variarian un dngulo constante (precisamente la distorsion A que tenia el punto que
ahora tomamos como referencia).

Figura 18

Evidentemente la distorsiéon tangencial real no se ajustard al modelo, pero se puede
buscar el modelo que mejor se ajuste a la situacion real. Por lo tanto en la préctica
la distorsién tangencial no se define fijando un punto con distorsiéon cero, sino que se
buscan los parametros del modelo que mejor se ajusten a la imagen. En el modelo que
hemos representado los pardmetros son el angulo de la recta con distorsién cero y cémo
de grande es la distorsion; més concretamente:

AS = cr?sin(h — 6p)
Que también podemos escribir como
AS = ¢y 72sinf + cyr cos f (13)

Se pueden anadir componentes que dependan de sin(26) y cos(20).

Estas componentes trigonométricas tienen la ventaja de que el movimiento angular
total de la fotografia resultante de aplicar la correccién por distorsion tangencial es cero,
lo que no ocurrird si tomamos arbitrariamente un punto de referencia, que daria un
giro total Af (la distorsién que en el modelo irrotacional corresponderia al punto de
referencia). Parece l6gico exigir que la correccién por distorsion tangencial dé lugar a una
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rotacion global cero, ya que de lo contrario podriamos descomponerla en un pequeno giro
k y una distorsién sin rotacién global (la misma quitandole el giro k). Esto se tratard mas
detalladamente en el articulo correspondiente a la distorsion.

4. Sobre las diferentes elecciones posibles

Partimos de unos valores iniciales para los parametros geométricos, a saber: focal,
punto principal (x e y) y giro k, que definen la posicién tedrica de la imagen en relacién
con los ejes fiduciales; lo que a su vez, por diferencia con la imagen real, nos da la
funcién de distorsién. Esta funcion se aplicard a las imagenes obtenidas con esa cdmara
para obtener una imagen que se corresponda con una proyeccion central. La perfeccion
de ésta vendra determinada por la precision con la que se obtuvo la funcién de distorsion.
Podemos variar los pardmetros f, zpp, ypp, K, con el objeto de obtener una funcién de
distorsién que cumpla ciertos requisitos, pero su precisién seguird siendo exactamente la
misma. Podriamos trabajar con la focal nominal y el centro fiducial. El punto principal de
mejor simetria tiene la ventaja, si la simetria es suficientemente buena, de que podemos
trabajar con una funcién de distorsién radial que dependa sélo de 7, pero es simplemente
una cuestion de comodidad, al igual que la condicién giro x total cero, que permite
eliminar de la distorsién tangencial el elemento constante Afy. Respecto a la focal, es
totalmente indiferente.
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